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Основными особенностями гиперзвуковых течений является значи-
тельный рост температуры за фронтом головной ударной волны, сильное
торможение потока внутри ударного слоя и аэродинамический нагрев по-
верхности. Сложность явлений, сопровождающих полет гиперзвуковых
летательных аппаратов, практически исключает возможность полного
моделирования условий натурного обтекания в ударных трубах, в свя-
зи с чем методы математического моделирования приобретают важной
значение. Численное моделирование гиперзвуковых течений связано с
использованием сложной математической модели, включающей уравне-
ния, описывающие пространственное течение вязкого сжимаемого газа,
уравнения модели турбулентности, уравнения состояния, уравнения хи-
мической кинетики.
В данной работе обсуждается построение и реализация математи-
ческой модели, предназначенной для численного моделирования гипер-
звукового обтекания сферы с учетом неравновесных физико-химических
процессов, протекающих в высокотемпературном воздухе. Основной це-
лью работы является построение графика зависимости безразмерной
толщины ударного слоя от числа Маха на основе данных, полученных в
результате численного расчета, и сравнение данного результата с экспе-
риментом [2].
1.1 Постановка задачи
Сфера c диаметром 1,27 см обтекается гиперзвуковым потоком. В
рамках дипломной работы стоит задача рассмотреть данный процесс
при числах Маха от 8 до 20 с шагом 0,5. Статическое давление на вхо-
де считаем равным 666,61 Па, статическая температура на входе равна
293 К. Концентрация двухатомного азота равна 76,7 %, концентрация
двухатомного кислорода составляет 23,3 %.
Средняя длина свободного пробег молекул воздуха в условиях рас-




≈ 4, 89 · 10−1
𝑘𝑏 - постоянная Больцмана, 𝜎 - эффективное сечение молекулы 𝑁2.






Так как 𝐾𝑛 ≪ 1 система уравнений Навье-Стокса применима для
решения этой задачи.
Схема расчетной области приводится на Рис.1. Внешняя граница рас-
четной области удалена от сферы на 4 мм в точке торможения и на 8.65
мм в верхней точке. Задача решается в осесимметричной постановке. На
входной границе задаются граничные условия сверхзвукового втекания
в расчетную область, а на выходной границе — условия сверхзвукового
вытекания. На стенке используются граничные условия прилипания, но
для упрощения постановки выходного граничного условия в конце сферы
небольшой участок стенки задается как не вязкая стенка с проскальзы-
ванием. Поверхность сферы полагается теплоизолированной. Расчетная











Рис. 1: Схема расчетной области
Для численного расчёта данной задачи будем использовать про-
граммный модуль Ansys Fluent.
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2 Математическая модель многокомпонент-
ного реагирующего газа
2.1 Выбор численного метода
Ansys Fluent предлагает выбрать один из двух численных методов.
1. Density-based solver(схема на основе метода Годуновского типа)
2. Pressure-based solver(схема на основе метода коррекции давлений)
Метод коррекции давлений был разработан для низкоскоростных
несжимаемых потоков, в то время как метод Годунова в основном ис-
пользовался для высокоскоростных сжимаемых потоков. Однако в по-
следнее время оба метода были расширены и переформулированы для
решения и работы в широком диапазоне условий потока, выходящих за
рамки их традиционного или первоначального замысла.
Будем использовать density-based. Данный алгоритм решает уравне-
ние неразрывности, уравнение сохранения импульса, а также уравнения
энергии и уравнения переноса веществ.
2.2 Основные газодинамические уравнения
Нестационарное трехмерное течение вязкого сжимаемого газа описы-









F · 𝑑𝑆 = 0 (1.1)
где U — вектор-столбец консервативных переменных в точке x в мо-
мент времени t, F — тензорное поле потока, V — некоторый замкнутый
объем газа с границей 𝜕𝑉 , 𝑑𝑆 = n 𝑑𝑆 — вектор элементарной площадки
dS к границе объема 𝜕𝑉 с внешней нормалью n. Вектор-столбец консер-




⎞⎠ , F =
⎛⎝ 𝜌v𝜌vv + 𝑝I − 𝜏
(𝜌𝑒 + 𝑝)v − v · 𝜏 + q
⎞⎠
Полная энергия единицы массы равняется сумме внутренней энер-
гии ,обусловленной термодинамическими процессами (включает в себя
энергии поступательного движения, вращательного, колебательного и
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электронного возбуждения атомных и молекулярных компонент газовой
смеси), и кинетической энергии




где t - время, 𝜌 - плотность, v - вектор скорости с компонентами 𝑣𝑥,
𝑣𝑦, 𝑣𝑧 в координатных направлениях x, y, z.













где 𝛿𝑖𝑗 - символ Кронекера.
Вектор потока тепла q определяется законом теплопроводности Фу-
рье:
q = −𝜆∇𝑇 (1.4)
здесь 𝜆 - коэффициент теплопроводности, T - температура.
При решении задачи взаимодействия высокотемпературного воздуха
с поверхностью тела необходимы такие характеристики среды как вяз-
кость и теплопроводность. Для термически совершенного газа вязкость
и теплопроводность практически не зависят от давления и являются
функциями только температуры. В высокотемпературном воздухе, когда
становятся заметными процессы диссоциации и ионизации, зависимости
этих характеристик от параметров среды усложняются, в частности, на-
чинает играть роль зависимость от давления (как следствие изменения
молекулярного состава).
В нашей модели воздух рассматривается как многокомпонентный газ,
состоящий из n компонентов. Парциальная плотность компонента i воз-




где 𝑝𝑖 — парциальное давление компоненты i, 𝑅𝑖 — газовая посто-
янная компонента i в составе смеси. Газовая компонента определяется
соотношением 𝑅𝑖 = 𝑅0𝑀𝑖 , где 𝑅0 — универсальная газовая постоянная, 𝑀𝑖






где p — давление смеси, M — мольная масса смеси. Давление смеси










где 𝑀𝑖 — мольная масса компонента i, 𝑐𝑖 — массовая концентрация
компонента i в смеси (𝑐𝑖 = 𝜌𝑖/𝜌).










Удельная теплоемкость каждой компоненты i смеси задается в виде
кусочно-линейной зависимости как функция температуры и давления.






где 𝐶𝑝𝑖 — удельная теплоемкость компонента i.












где 𝑥𝑖 — мольная концентрация компонента i. Параметр 𝜙𝑖𝑗 рассчи-



























где 𝜇0𝑖 — динамическая вязкость компонента i при температуре 𝑇0,
S — эффективная температура (константа Сазерленда, S = 110.4 К).
Для воздуха 𝜇0 = 1.76 · 10−5 Па · c при 𝑇0 = 273.14 К. Теплопроводность
















2.3 Осреднение по Фавру
Согласно подходу Рейнольдса, мгновенные параметры турбулентного
потока представляются в виде суммы среднего значения 𝑓 и пульсаци-
онной составляющей 𝑓 ′:
𝑓 = 𝑓 + 𝑓 ′ (2.1)







При этом интервал осреднения 𝛥𝑡 принимается достаточно большим
по сравнению с характерным периодом пульсационного поля и суще-
ственно малым по сравнению с периодом осредненного поля.
Данный классический подход бы предложен Рейнольдсом для тече-
ний несжимаемой жидкости, при турбулентном течении сжимаемого га-
за более предпочтительным является другой способ осреднения, при ко-
тором для плотности и давления газа применяется осреднение по Рей-
нольдсу, а для других параметров потока вводится их так называемое
средневзвешенное значение. Указанный комбинированный метод осред-
нения, именуемый методом средневзвешенных параметров, иногда назы-
вают также осреднением по Фавру. [1]
Таким образом, произвольный параметр течения представляется в
виде суммы средневзвешенного значения 𝑓 и пульсационной составляю-
щей 𝑓 ′′:
𝑓 = 𝑓 + 𝑓 ′′ (2.3)
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Прямая черта сверху обозначает осреднение по времени. Для плотно-
сти и давления сохраняется обычное представление. Очевидно, что для
несжимаемой жидкости 𝑓 = 𝑓 .



































Для замыкания этой системы уравнений необходимо представление
для компонент тензора рейнольдсовых напряжений −𝜌𝑣′𝑖𝑣′𝑗. Данная си-
стема в литературе часто встречается под названием FANS(англ. "Favre-
averaged Navier-Stokes") по аналогии с названием уравнений Рейнольдса
(англ. Reynolds-averaged Navier–Stokes или RANS).
2.4 Модель турбулентности Спаларта-Аллмареса
Понятие «модель турбулентности» подразумевает совокупность эм-
пирических и иных соотношений, в том числе дополнительных диффе-
ренциальных уравнений. Долгое время значительные усилия были на-
правлены на поиск универсальной модели турбулентности, способной
прогнозировать широкий спектр турбулентных течений. Имело место за-
блуждение, что для такой модели число уравнений должно быть макси-
мальным. Однако увеличение числа уравнений с неизбежностью требует
соответствующей, подчас трудно достижимой эмпирической информа-
ции, которая необходима для моделирования членов, входящих в урав-
нения для характеристик турбулентности. [4]
Для замыкания данной системы будем применять модель турбулент-
ности Спаларта-Аллмараса. [5] Данная модель содержит одно уравнение
для переноса модифицированной турбулентной вязкости 𝜈 :
𝑑𝜈
𝑑𝑡
= 𝑃 𝜈 −𝐷𝜈 + 1
𝜎
[∇ · {(𝜈 + 𝜈)∇𝜈} + 𝐶𝑏2{(∇𝜈) · (∇𝜈)}] + 𝑓𝑡1∆𝑢2 (3.1)
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Генерационный член 𝑃 𝜈 и диссипативный член 𝐷𝜈 определяются сле-
дующими выражениями:
𝑃 𝜈 = 𝑐𝑏1(1 − 𝑓𝑡2)𝑆𝜈 (3.5)








𝑆 = Ω + 𝑓𝜈2
𝜈
(𝑘𝑑𝑤)2









6 , 𝑔 = 𝑟 + 𝑐𝑤2(𝑟
6 − 𝑟), 𝑟 = 𝜈
𝑆(𝑘𝑑𝑤)2
(3.8)













Функция 𝑓𝑡2 отвечает за подавление "спонтанного"или
"численного"ламинароно-турбулентного перехода в пограничном
слое и опрделеяется выражением:
𝑓𝑡2 = 𝐶𝑡3 · 𝑒𝑥𝑝{−𝐶𝑡4𝜒2} (3.10)
Член 𝑓𝑡1∆𝑢2 в уравнении переноса турбулентной вязкости отвечает
за инициирование ламинарно-турбулентного перехода в заданной точке.
Константы, определяющие модель имеют следующие значения:
𝜎 = 2
3







, 𝑐𝑤2 = 0.3, (3.11)
𝑐𝑤3 = 2, 𝑐𝜈1 = 7.1, 𝑐𝑡3 = 1.2, 𝑐𝑡4 = 0.5
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2.5 Уравнение диффузий
Массовая концентрация каждого компонента смеси 𝑐𝑖 рассчитывается




(𝜌𝑐𝑖) + ∇(𝜌?⃗?𝑐𝑖) = −∇𝐽𝑖 + 𝑤𝑖, 𝑖 = 1...𝑁𝑘 − 1, (4.1)
где 𝑁𝑘 - число компонент смеси, 𝑤𝑖 - массовая скорость образования i-ой
компоненты, 𝐽𝑖 - вектор диффузионного потока i-ой компоненты.
Для описания модели реагирующего газа используется 𝑁𝑘 − 1 урав-




𝑐𝑖 = 1. (4.2)






















Вектор диффузионного потока i-ой компоненты вычисляется из за-
кона Фика:
𝐽𝑖 = −𝜌𝐷𝑖,𝑚∇𝑐𝑖, (4.6)
где 𝐷𝑖,𝑚 - коэффициент диффузии i-ой компоненты.











где 𝜈 ′𝑖,𝑟 - стехиометрический коэффициент i-го реагента реакции r, 𝜈 ′′𝑖,𝑟 -
стехиометрический коэффициент i-го продукта реакции r, 𝐴𝑖 - символ
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обозначающим i-ый компонент, 𝑘𝑓,𝑟 - константа скорости прямой реак-
ции, 𝑘𝑏,𝑟 - константа скорости обратной реакции.
Массовая скорость образования i-ой компоненты 𝑤𝑖 вычисляются с
помощью соотношения, полученного согласно закону действующих масс.
В соответствии с законом действующих масс скорость образования хими-
ческого вещества пропорциональна произведению концентраций реаги-
рующих компонент, причем каждая концентрация входит в произведение
в степени, равной соответствующему стехиометрическому коэффициен-
ту. [1]






Суммирование происходит по реакциям в которых участвует i-ый
компонент(𝑁𝑅 - количество данных реакций), 𝜇𝑖 - молекулярный вес i-го
компонента,
∧
𝑤𝑖,𝑟 - молярная скорость образования/распада i-ой компо-
ненты в реакции 𝑟 (размерность моль/(м3*с).




















где Γ𝑟 – коэффициент учета третьей частицы, который может быть от-
личный от единицы только в реакциях где участвует третья не реагиру-
ющая частица, например реакция диссоциации молекулы кислорода 𝑂2
молекулой азота 𝑁2, которая не распадается:
𝑂2 + 𝑁2  2𝑂 + 𝑁2. (4.10)
Это позволяет вместо множества реакций типа:
𝑂2 + 𝑀  2𝑂 + 𝑀 (𝑀 = 𝑁,𝑂,𝑁2, 𝑂2, 𝑁𝑂) (4.11)
записать всего одну (это допустимо так как в формуле Аррениуса для
этих реакций будет различаться только предэкспоненциальный множи-






В других же реакциях Γ = 1. Коэффициенты 𝛾𝑗,𝑟 для реакций диссоци-
ации представлены в следующей таблице:
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Реакция 𝑂2 𝑁2 𝑁𝑂 𝑁 𝑂
𝑂2 + 𝑀 
 𝑂 + 𝑂 + 𝑀 1 1 1 5 5
𝑁2 + 𝑀 
 𝑁 + 𝑁 + 𝑀 1 1 1 4.28 4.28
𝑁𝑂 + 𝑀 
 𝑁 + 𝑂 + 𝑀 1 1 22 22 22






В уравнении 𝐴𝑟 - предэкспоненциальный множитель(фактор часто-
ты), 𝛽𝑟 - температурный показатель, 𝐸𝑟 - энергия активации, 𝑅 - уни-
версальная газовая постоянная.
Если реакция обратима, то константа скорости обратной реакции вы-





𝐾𝑟 - константа равновесия r-ой реакции.
















𝑝𝑎𝑡𝑚 - атмосферное давление.
Показатель экспоненты выражает изменение энергии Гиббса, где эн-




















где 𝑆0𝑖 и ℎ0𝑖 - энтропия стандартного состояния и энтальпия стандартного
состояния соответственно.
2.6 5-ти компонентный реагирующий воздух
В качестве газовой среды берется пятикомпонентный реагирующий
воздух. В состав газовой смеси входят 𝑂2, 𝑁2, 𝑁𝑂,𝑁,𝑂, модель учиты-
вает 17 химических реакций. Данные реакции после ввода коэффициента
учета третьей частицы могут быть представлены в виде:
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Реакции диссоциации:
𝑂2 + 𝑀 
 𝑂 + 𝑂 + 𝑀
𝑁2 + 𝑀 
 𝑁 + 𝑁 + 𝑀
𝑁𝑂 + 𝑀 
 𝑁 + 𝑂 + 𝑀
Реакции Зельдовича:
𝑁𝑂 + 𝑂 
 𝑂2 + 𝑁
𝑁2 + 𝑂 
 𝑁𝑂 + 𝑁
Константы входящие в уравнение Аррениуса описываются моделью
Парка [3], представленной в следующей таблице:
Кинетическая модель Парка. [𝐴𝑟] = моль/(м3 · 𝑐), ;[𝐸𝑟𝑅𝑘𝐵 ] = Дж/моль
.
№ Реакция M 𝐴𝑟 𝛽𝑟 𝐸𝑟𝑅/𝑘𝐵
1 𝑂2 + 𝑀 
 𝑂 + 𝑂 + 𝑀 𝑁,𝑂 1.0·1022 -1,50 4.938·105
𝑁2, 𝑂2, 𝑁𝑂 2.0·1021 -1,50 4.938·105
2 𝑁2 + 𝑀 
 𝑁 + 𝑁 + 𝑀 𝑁,𝑂 3.0·1022 -1,60 9.403·105
𝑁2, 𝑂2, 𝑁𝑂 7.0·1021 -1,60 9.403·105
3 𝑁𝑂 + 𝑀 
 𝑁 + 𝑂 + 𝑀 𝑁,𝑂,𝑁𝑂 1.1·1017 0 6.277·105
𝑁2, 𝑂2 5.0·1015 0 6.277·105
4 𝑁𝑂 + 𝑂 
 𝑂2 + 𝑁 8.4·1012 0 1.613·105
5 𝑁2 + 𝑂 
 𝑁𝑂 + 𝑁 6,4·1017 -1,0 3.190·105
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3 Результаты и обсуждения
3.1 Результаты при значении M = 12
В данной работе представлены поля распределения скорости, темпе-
ратуры и плотности(Рис. 2, Рис. 3, Рис. 4), а также график зависимости
давления от расстояния до поверхности сферы(Рис.5) и поля распреде-
ления концентраций химических сортов(Рис. 6 - 10). Все эти результаты
взяты для числа Маха 12.
Рис. 2: Поле распределения скорости
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Рис. 3: Поле распределения температуры
Рис. 4: Поле распределения плотности
На следующем графике можно заметить положение скачка уплотне-
ния, так как наблюдаем резкое увеличение давления:
14















Рис. 5: График зависимости давления от расстояния до поверхности
сферы
Рис. 6: Поле распределения концентраций 𝑂2
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Рис. 7: Поле распределения концентраций 𝑁2
Рис. 8: Поле распределения концентраций 𝑁𝑂
16
Рис. 9: Поле распределения концентраций 𝑁
Рис. 10: Поле распределения концентраций 𝑂
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3.2 Сравнение с экспериментальными данными и мо-
делью совершенного газа
Отношение плотности до скачка уплотнения 𝜌1 и после скачка уплот-
нения 𝜌2 оказывает существенное влияние на толщину ударного слоя.
Для модели совершенного газа безразмерная толщина ударного слоя мо-

















здесь K = 0.39-0.41 - поправочный коэффициент, 𝛾 = 1.4 - показатель
адиабаты.
Зависимость безразмерной толщины ударного слоя от числа Маха
показывает Рис.6. Синяя линия соответствует зависимости безразмер-
ного расстояния до ударной волны от числа Маха при использовании
предположения о полностью равновесных химических реакциях(модель
Крайко). [6] Зеленая линия показывает интерполированные эксперимен-
тальные данные из работы [2] с соответствующими оценками ошибок
измерений. Красная линия соответствует результатам расчета при ис-
пользовании модели нереагирующего совершенного газа с постоянным
показателем адиабаты(𝛾 = 1.4). Результаты расчетов для совершенного
газа и модели Крайко взяты из статьи [7]. Результаты расчета с исполь-
зованием однотемпературной модели обозначены на графике черной ли-
нией.
18
Рис. 11: Зависимость безразмерной толщины ударного слоя от числа
Маха
На графике видно, что модель Крайко с учетом равновесной химиче-
ской кинетики хорошо предсказывает расстояние от поверхности сферы
до скачка уплотнения при высоких числах Маха. Это объясняется повы-
шением температур при увеличении скорости.
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4 Заключение
В данной работе был произведен расчет гиперзвукового обтекания
сферы при числах Маха от 8 до 20 с шагом 0.5 с помощью программ-
ного комплекса Ansys Fluent. Была исследована математическая мо-
дель, включающая в себя уравнения течения вязкого сжимаемого га-
за, осредненые по Фавру, модель турбулентности Спаларта-Аллмареса,
уравнение состояния и уравнения неравновесной химической кинети-
ки. За газовую среду был взят пятикомпонентный реагирующий воздух
𝑁2, 𝑂2, 𝑁𝑂,𝑁,𝑂, химические процессы описаны неравновесной однотем-
пературной моделью с кинетической схемой Парка.
На основе результатов были построены поля распределения газоди-
намических параметров течения, концентраций компонентов и график
зависимости давления от расстояния до поверхности сферы при числе
Маха 12. Главным результатом работы является график зависимости
безразмерной толщины ударного слоя от числа Маха. На этом графи-
ке проведено сравнение результатов расчетов на основе нашей модели,
результатов расчета этой задачи при модели совершенного нереагиру-
ющего газа, результатов при использовании модели равновесной хими-
ческой кинетики Крайко [7], а также результатов эксперимента [2]. По
этому графику видно, что наша модель дает хорошее совпадение ито-
говых результатов, а небольшие расхождения могут быть обусловлены
простотой модели газовой среды.
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